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Bemeerk, at der kan vaere sneget sig fejl ind.
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Problem 1

I vektorrummet V' = Ry[x| af reelle polynomier af grad m < 2 betragtes polynomi-
erne

bi(z)=(z—1)?% by(z) = (v —2)% by(x) = (z —3)%

a. Opskriv betingelsen for at ssettet B = (by, b, b3) er linesert
athaengigt i Ry[z]. Vis dernaest, at B er et linesert uathaengigt
saet.

Betingelsen er, at man kan skrive en af polynomierne som en linearkombination af
de to andre. Dvs. hvis vi kan finde konstanter a; og as i R, sadan at

bg(l’) = albl(.fll) + 0J2b2<l’>.

Vi har:
bi(r) =22z +1, by(x)=2"—4x+4, by(z)=2"—6z+09.

Vi kan opstille vektorer, der repraesenterer koefficienterne:

1 1 1
b= |-2|, by=|—-4|, b3=|—-6
1 4 9
Dermed fas matricen
1 1 1 1 1 1 1 1 1
A=1-2 -4 -6~ |0 =2 4] ~ |0 =2 —4
1 4 9 0 3 8 0 0 2

Vi ser altsa, at der er pivotindgange i alle sgjler, hvorfor polynomierne er linesert
uathaengige.

b. Vis, at B udgdgr en basis for V. Find dernzest koordinatsgjlen
[v]5 med hensyn til B for vektoren v(x) = 2> — 1.

Vi viste fgr, at de 3 polynomier er uathsengige i V', hvorfor de ma udggre en basis
for V, da dimV = 3.

Vi kan beskrive v(x) som en vektor med koefficienterne som vaerdier i indgangene.
Vi har:
.
v=[10 —1] .
Denne kan vi sa saette i forleengelse af koefficientmatricen, A, fra opgave a. Reduceres
denne matrix sa til [I |[v]g], kan vi aflaese koordinatsgjlen [v]p:

11 1 1 1 11 1 10 -1 2 1 0 0 5/2
-2 -4 -6 0|~|012 —-1|~|f01 2 —-1|~1(0 10 =2
1 4 9 -1 0 3 8 =2 00 2 1 001 1/2

Vi har altsa, at
1
pr=5[ —4 1.
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0} udger et under-

c. Vis, at maengden U = {p € Ry[z] | p(3) =
= b1(z) — 4by(x) tilhgrer

rum af Ry[z]. Godtggr dernaest, at ¢(z)
U.

Maengden U er polynomier af hgjst anden grad, der alle har 3 som en rod.

cl. U er et underrum.

Vi tjekker, om 0 er et element i U, om to polynomier fra U ved addition giver et

polynomium i U, samt om skalarmultiplikation af polynomier i U giver et element i
U.

Lad P(x) =0, da er P(3) =0, hvorfor P(z) =0 € U.
Lad P(x),Q(x) € U veere vilkarlige. Da er:
PB3)+Q(3) =0+0=0,

hvorfor (P(z) + Q(z)) € U.

Lad k veere en konstant samt P(x) € U. Da er:

k-P3)=k-0=0.
Derfor er (k- P(x)) € U, hvorfor U altsa er et underrum.
c2. q(z) = by(x) — 4by(z) tilhgrer U.
Vi har:
q(3) =b1(3) —4by(3) = (3—1)? —4(3-2?=22-4-1>=4—-4=0.

Dermed er ¢(z) € U.

d. Bestem en basis for U og dimensionen af U.
Lad P(z) = az? + bx + ¢ sadan at P(3) = 0. Da er
PB)=a-3*+b-3+c=9 +3b+c=0% c=—9a — 3b.

Dermed er
P(z) = ax® + bx — 9a — 3b = a(z* — 9) + b(z — 3).

Dette betyder, at alle polynomier af hgjest orden 2 med 3 som rod kan skrives som
en linearkombination af polynomierne 22 — 9 og x — 3, hvorfor vi har:

U = span{z® — 9, = — 3}.

Dermed er dim U = 2.
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e. Undersgg om Ry[z] = U & W geelder for underrummet W =
span{z}

Vi skal tjekke om {z?—9, —3, x} er uafhaengige. Vi far folgende koefficientmatrix,
som reduceres:

10 -9 1 0 -9 1 00
01 -3 ~]01 O0|~|(0 10
01 0 00 =3 0 01

Da der er tre pivotindgange har vi tre uafhaengige polynomier, hvorfor Ro[z] =
U W.
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Problem 2

Her er der givet to reelle vektorrum V og W med dim V' = 5 og dim W = 3. Desuden
er der givet R € L(V,V) og T € L(V,W) samt L € L(W,W), hvor R er injektiv, T
er surjektiv og L er surjektiv.

Vi konkluderer fgrst pa nogle af de ting, vi ved. En linegr transformation er injektiv,
hvis alle sgjler er pivotsgjler. Ligeledes er en linezer transformation surjektiv, hvis
alle raekker har pivot.

Da R: V. — V er injektiv, da er denne ogsa surjektiv. Ligeledes da L: W — W
er surjektiv, da ma denne vaere injektiv. Dermed er bade R og L bijektive. Vi ved
desuden, at T er surjektiv. Problemet er, at denne gar fra et rum af dimension 5 til
3, hvorfor denne ikke kan veere injektiv.

a. Afggr om LT er surjektiv.
Bade L og T er surjektive, da er ogsa LT surjektiv.

b. Afggr om LT er injektiv.

Nej. Da T ikke er injektiv, findes en vektor v € V| hvor v # 0, sddan at T'(v) = 0.
Vi har da, at

hvorfor LT ikke kan vere injektiv.

c. Afggr om TR er injektiv, surjektiv eller bijektiv.

Da bade T og R er surjektive er T'R surjektiv. Da R ogsa er injektiv, er det kun
nulvektoren, der bliver afbiledet til nulvektoren. Men dette er ligegyldigt, eftersom
R mapper til hele V| sa findes en vektor v € V', hvor v # 0, sadan at T'(v) = 0, da
T ikke er injektiv. Derfor kan T'R heller ikke veaere injektiv, og dermed heller ikke
vaere bijektiv. T'R er altsa kun surjektiv.

d. Bestem dim Null(LT") og dim Null(T'R).

Da T er en afbildning fra V to W. Det vil sige, at standardmatricen for 7" er en
3 x 5-matrix. Ligeledes er L en afbildning fra W til W, hvorfor denne har en 3 x 3-
standardmatrix. Afbildningen LT er altsa en (3 x 3) x (3 x 5) = (3 x 5)-matrix. Da
denne er surjektiv har denne pivot i alle reekker. Dermed er rank af LT lig med 3.
Dvs. dim Null(LT) =5 -3 = 2.

Da R er en afbildning fra V' til V' er den tilhgrende standardmatrix en 5 x 5-
matrix. Dermed har afbildningen T'R en standardmatrix af storrelsen (3 x 5) x (5 x
5) = (3 x 5). Da TR er surjektiv har denne rank 3. Dermed er dim Null(T'R) =
5—3=2.

INDHOLD 6



INDHOLD

e. Antag nu, at V og W begge er udstyret med et indre pro-
dukt. Bestem da for S = LT R bade dim Null(S*) og dim rank(S*).

Da vi arbejder med reelle vektorrum, betragter vi blot den transponerede og ikke
den konjugerede transponerede, dvs. S* = ST. Vi har altsa:

S=ILTR<S"=(LTR)" =R'T"L".

Bade L og R er bijektive, derfor er deres transponerede ligeledes dette. Der geelder
dog, at T" er injektiv i stedet for surjektiv. T'LT er har en tilhgrende 5 x 3-
standardmatrix, som er injektiv. Dette er ogsa geeldende for RTTTLT, hvorfor
dimrank(S*) = 3. Men dette betyder, at dim Null(S*) = 0.
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Problem 3

Her betragtes rummet C* med det saedvanelige indre produkt, og der er givet ma-

tricen
—1

2
2 2
2 5

)
2
—1

A:

a. Vis, at A har sit karakteristiske polynomium givet ved p(\) =
—A(\—6)%

Vi betragter det(A — AI). Vi har ved brug af raekkeoperationer i forhold til deter-
minanten samt kofaktormetoden:

-\ 2 -1 0 12—-2\ —1+(5—A)?
det(A—Al)=det| 2 2-X 2 | =det|0 66— 12 — 2)
~1 2 5-2A 12 5— A

0 2(6-—X) A2—10A+24
=det | 0 6— A\ 2(6 — \)
-1 2 5\
= (=1)7" - (=1) det 2(66__?) » Q_(éO_A;) .
=—((2(6 = A))> = (6 — A)(X* — 10X + 24))
= —(6—A)(4(6 — X) — (A* — 10X + 24))
=(A—=06)(24 — 4\ — N> + 10\ — 24)
= (A=6)(=\>+6))
=A=6)(=)(A~06)
= —A(\—6)

b. Bestem egenvaerdierne for A, og angiv for hver egenvaerdi
en basis for det tilhgrende egenrum.

Egenveerdierne er de lambda, der lgser det(A — AI) = 0, hvilket let aflaeses af det
karakteristiske polynomium til at veere 0 og 6, hvoraf 6 har multiplicitet 2.

c. Afggr om der findes en inverterbar matrix U og en diago-
nalmatrix D, sddan at A = UDU~!. Begrund svaret, hvis du
svarer "nej". Hvis du svarer "ja'", skal U og D angives, og om
muligt skal U valges sddan, at den er ortogonal.

A er diagonaliserbar, hvis og kun hvis egenrummet har samme dimension, som den
tilhgrende egenveerdi har multiplicitet. Da alle egenrum har mindst 1 dimension,

sa skal vi blot tjekke, om der i egenrummet for egenvaerdien 6 kan findes 2 linezert
uathaengige vektorer. Vi reducerer altsa A — 61:

5—6 2 —1 -1 2 -1 -1 2 -1
2 2-6 2 =12 -4 2|~10 0 0
-1 2 5-6 -1 2 -1 0 0 O
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Vi har altsa to frie variable, hvorfor A er diagonaliserbar. Vi har nemlig, at

T, = 229 — 3, X9 Fri, x5 Fri,

hvorfor
T 2 —1
To| =22 |1 +23| 0 |,
Z3 0 1

hvilket preecist er to lineaert uathangige vektorer. Altsa stemmer dimensionerne af
egenrummene overens med multipliciteten af egenveerdierne, hvorfor A er diagona-
liserbar.

D er en diagonalmatrix med egenveerdier, og U er en matrix med de tilhgrende
egenvektorer som sgjler (i samme rakkefplge). Vi skal altsa forst finde en egenvektor
til egenveerdien 0:

5 2 -1 -1 2 5 -1 2 5 -1 2 5 -1 0 1
2 2 2(~12 2 2|~]10 6 12| ~|0 1 2(~|0 1 2
-1 2 5 5 2 -1 0 12 24 0 00 0 00
Vi har, at z3 er den frie variabel med z; = x3 og o = —2x3, hvorfor
T 1
To| = X3 —2
XT3 1

Vi kan nu opstille en matrix U, men vi skal opstille denne som en ortogonal
matrix. Egenvektorer pa tvaers af egenrum er ortogonale, men det er de ngdvendigvis
ikke i de indbyrdes egenrum. Vi skal altsa benytte Gram Schmidt pa vores basis for
egenrummet til egenveerdien 6. Lad v, = [2 1 O}T 0g Vg = [—1 0 1]T. Sa er
up = v og:

-1 2 -5 2 1 -1
0f+2]1 =—-12
o] °\[5 0 |5
Da der skal justeres for laengden om lidt, betragter vi blot us uden den konstante
faktor 1/5 i forste omgang. Nu er alle de valgte egenvektorer indbyrdes ortogonale:

£

i

|
S
—_

I

I

2 -1 1
Uy = 1 s Uy = 2 s Uz = —2
0 5 1

For at U bliver en ortogonalmatrix skal denne dog have sgjler, der, udover at veere
indbyrdes ortogonale, alle har laengde 1. Vi skal altsa dividere hver vektor med den
respektive laengde.

1 1 ? 1 | _21 1 1 12
Tl = —= s = = ;T Us = = | —
fal™ = V5 || Twl™ ™ Va0 | ;|0 Twl™™ V6|
Vores matricer U og D bliver altsa:
2 -1 1 .
? @ \_/—g 1 276 -1 5 6 0 0
0 = | Y 0 5 5 0 0 0]
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d. Afggr om A er en normal matrix.

En normalmatrix opfylder, at
A*A = AA",

og da A er reel, sa er A* = AT. Men A er symmetrisk, hvorfor A ogsa er normal.

e. Er A inverterbar? Hvis du svarer "ja"skal A~' bestemmes;
svarer du "'nej"skal dette begrundes.

Nej, da 0 er en egenveerdi, hvilket betyder, at determinanten af A er 0, hvorfor der
ikke eksisterer en invers matrix.
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